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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE MARTINGALAS DISCRETAS FINITAS 
Some results on finite discreet martingales 
 
RESUMEN 
 
En este artículo se presentan varios ejemplos de martingalas discretas finitas, así 
como se demuestran algunos resultados que relacionan las martingalas discretas 
finitas con los tiempos de paro. 
 
PALABRAS CLAVES: Martingalas finitas discretas, Variable aleatoria y 
tiempo de paro 
 
ABSTRACT 
This article presents several examples of finite discrete martingale, and 
demonstrates some results that relate the finite discrete martingale with times of 
unemployment. 
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1. INTRODUCCIÓN 
 
La teoría de las martingalas es una herramienta 
fundamental  en la teoría de los procesos estocásticos. 
La palabra martingala proviene del nombre de un pueblo   
Frances llamado Martingues y consiste en una estrategia 
de juego en juego de la ruleta, que consiste en apostar 
cada vez lo apostado en la ronda anterior, ver [ ].2  
 
En el estudio de las martingalas discretas finitas, 
consideramos que tenemos una sucesión finita de 
variables aleatorias nXX ,,1 Κ  en un espacio de 
probabilidad ( )P,, ℑΩ   finito y kDD ,,1 Κ son k  
eventos tales que ℑ∈iD  para todo ki ,,2,1 Κ= , 
Ω=∪
=
j
k
i
D
1
 y Φ=∩ ji DD   para todo ji ≠ , es decir, 
estos conjuntos forma una  descomposición de .Ω  
 
Teniendo encuenta lo anterior vamos a definir que es una 
martingala finita discreta, construir algunos ejemplos y 
demostrar algunos resultados que involucran los tiempos 
de paro con las martingalas finitas discretas. 
 
2. ESPERANZA CONDICIONAL CON RESPECTO 
A DESCOMPOSICIONES FINITAS 
 
Antes de definir la esperanza condicional de una variable 
aleatoria con respecto a una descomposición, recordemos 
algunos resultados de descomposiciones finitas. 
Sea ( )P,, ℑΩ  un espacio de probabilidad finito y 
nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21  una sucesión de descomposición 
es de Ω . Recordemos lo siguiente: 
1.)  Si { }kDDD ,,, 21 Λ=Λ  es una descomposición 
de Ω , entonces Φ≠iD , Λ∈iD , Φ=∩ ji DD  si 
ji ≠ , Ω=
= i
k
i D1Υ  y 0)( >iDP , ki ,,2,1 Λ= . 
Además, el algebra inducida por Λ , ( )Λα  esta 
constituida por Φ  junto con todas las uniones e 
intersecciones de conjuntos de .Λ  
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2.)  Si ℑ es una álgebra en Ω , entonces existe una única 
descomposición { }kDDD ,,, 21 Λ=Λ  de Ω  tal que 
( ) .ℑ=Λα  
3.) Si 1Λ  y 2Λ  son dos descomposiciones de Ω  tales 
que ( ) ( )21 Λ⊆Λ αα , escribimos .21 Λ≤Λ  
4.) Si nXX ,,1 Λ  son variables aleatorias, la 
descomposición inducida por nXX ,,1 Λ  se denota por 
nXX ,,1 ΛΛ  y se define como  
{ }nnXX xXxXn ===Λ )(,,)(: 11,,1 ωωω ΛΛ . 
5.)  Decimos que una variable aleatoria Y es 
medibleDY − si Y se puede representar de la forma 
iD
k
i
i IyY ∑
=
=
1
, donde algunas iy  pueden ser iguales. 
Dada una variable aleatoria, un espacio de probabilidad 
finito ( )P,, ℑΩ  y una partición medible, se puede 
definir una nueva variable aleatoria, la cual tiene 
propiedades interesantes que vamos a desarrollar. 
 
Definición 1 Definimos la esperanza condicional de una 
variable aleatoria X con respecto a una descomposición 
medible Λ , como se presenta en [1] . 
( ) ( ) )1(.
1
ID
k
i
i IDXEXE ∑
=
=Λ  
Si 
nXX ,,1 ΛΛ=Λ , entonces 
( ) ( ) )2(.,,1,,1 nXX XXXEXE n ΛΛ =Λ  
Proposición 2 Sea ( )P,, ℑΩ  un espacio de 
probabilidad, Λ una descomposición de Ω  y X y 
Y variables aleatorias que toman valores en forma finita. 
Entonces: 
(1) ( ) ( ) ( )Λ+Λ=Λ+ YbEXaEbYaXE  donde 
a y b son constantes. 
(2) ( ) ( ).XEXE =Ω   
(3) ( ) ccE =Λ donde c es constante. 
(4)  Si FIX = , entonces ( ) ( ),Λ=Λ FPXE  
donde ( ) ( ) .
1
ID
k
i
i IDFPFP ∑
=
=Λ  
(5) ( ) ( )XEXEE =Λ)(  propiedad de la doble 
esperanza. 
6.) Si Y es medibleD − , entonces 
( ) ( ).Λ=Λ XYEYXE  En particular ( ) .XXE =Λ  
7.) Si ,21 Λ≤Λ entonces 
( ) ( )112 )( Λ=ΛΛ XEXEE . 
8.) Si X  es independiente de Λ , es decir X  y 
iD
I independiente para ki ,,1 Λ= , entonces 
( ) ( ).XEXE =Λ  
La demostración se puede ver en [4].  
 
3. MARTINGALAS DISCRETAS  FINITAS 
 
A continuación damos la definición de martingala,  
algunos ejemplos interesantes de martingalas discretas 
finitas y finalmente, presentamos algunos resultados que 
satisfacen estas  martingalas. 
Definición 3 Una sucesión de variables aleatorias 
nXX ,,1 Λ es una martingala con respecto a la sucesión 
de descomposiciones nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21 si: 
(1) kX es ,mediblek −Λ  nk ,,1 Λ=  ( )nk Λ≤Λ . 
(2) ( ) ,1 kkk XXE =Λ+  .1,,1 −= nk Λ  
 También se suele decir que ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una 
martingala. 
Ejemplo 4 Sean nYY ,,1 Λ  variables aleatorias 
independientes idénticamente distribuidas, con 
( ) pYP i == 1 , ( ) qYP i =−= 1 y 
.,,1 1 kk YYSqpqp ++=≠=+ Λ  
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Muestre que: 
(a) ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es una martingala, donde 
kS
k p
qX 





= y .
,,1 kXXk ΛΛ=Λ  
(b) ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una martingala donde  
)( qpkSX kk −−=  y .,,1 kXXk ΛΛ=Λ  
Solución. (a)  Por definición kX  es .mediblek −Λ  
Demostremos la propiedad (2) de martingalas 
( ) ( )
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Demostremos (b) )( qpkSX kk −−=  y 
.
,,1 kXXk ΛΛ=Λ  
(1) Por definición kX  es mediblek −Λ  ya que la 
suma de funciones medibles es una función medible 
(2) 
( ) ( )
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 Hemos usado el hecho de que kX  es mediblek −Λ ,  
por lo tanto   
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y como nYY ,,1 Λ   son independientes entonces 
nXX ,,1 Λ  también lo son y por lo tanto  
,,,
11
1 
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Además 1
1
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( ) ( ) .0)()()( 11 =−−−=−−=−− ++ qpqpqpYEqpYE kk
 
 Ejemplo 5 Sean nYY ,,1 Λ  variables aleatorias que 
satisfacen  ( ) .0,, 11 =−kk YYYE Λ Muestre que 
( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es una martingala donde 
),,( 1
1
11 ii
k
i
ik YYfYX Λ∑
=
++ = , 11 YX = , y las 
funciones if  son funciones dadas. 
Solución.  Como 
kk YYXXk ,,,, 11 ΛΛ Λ≤Λ=Λ , entonces 
kX  es .mediblek −Λ  Verifiquemos la otra propiedad 
( ) ( )
( )( )
( ) ( )( )kkkkkk
kkkkk
k
k
i
iiikk
YYfYEXE
YYfYXE
YYfYEXE
Λ+Λ=
Λ+=





 Λ=Λ
+
+
=
++ ∑
,,
,,
,,
11
11
1
111
Λ
Λ
Λ
 
Como kX  es mediblek −Λ , entonces  
( ) ( )( )kkkkkkk YYfYEXXE Λ+=Λ ++ ,,111 Λ
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Ahora 
 
( )( )
( )( )( )
( ) ( )( )kYYkkk
kYYkkk
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k
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Por hipótesis ( ) ,0,, 11 =−kk YYYE Λ  luego 
( )( ) 0,,11 =Λ+ kkkk YYfYE Λ , por lo tanto  
( ) kkk XXE =Λ+1 . Así que ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es 
una martingala. 
Proposición 6 Sea Y una variable aleatoria, 
nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21 una sucesión de 
descomposiciones, entonces ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una 
martingala, donde ( )kk YEX Λ= . Además toda 
martingala es de esta forma. 
Demostración 
 (1) Por definición kX  es .mediblek −Λ  
(2) 
( ) ( )( )
( ) .
11
kk
kkkk
XYE
YEEXE
=Λ=
ΛΛ=Λ ++
 
Mostremos ahora que si ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es una 
martingala finita entonces los elementos tienen la forma 
( )kk YEX Λ= . En efecto  
( ) ( )( )
( ) ( ).2
121
knkk
kkkkkk
XEXE
XEEXEX
Λ==Λ=
ΛΛ=Λ=
+
+++
Λ
 
Una de las razones por las que las martingalas discretas  
finitas tienen muchas aplicaciones en la probabilidad y en 
otras ramas del conocimiento es por que no existe 
correlación entre sus incrementos. En este sentido 
presentamos el siguiente resultado: 
Proposición 7 Si ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una 
martingala, entonces, no tiene incrementos de 
correlación. Es decir si dcba ≤≤≤ , 
( ) .0, =−− abcd XXXXCov  
 
Demostración Por definición 
( ) ( ) ( )( )YXEXYEYXCov −=, , consideremos  
cd XXX −= , ab XXY −= .  Luego  
( ) ( )( )( )
( ) ( )abcd
abcdabcd
XXEXXE
XXXXEXXXXCov
−−−
−−=−− ,
Por se ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  una martingala, entonces  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,011 =−=−=− XEXEXEXEXXE cdcd
Análogamente se demuestra que  ( ) .0=− cd XXE  
Por lo tanto tenemos  
( ) ( )( )( )., abcdabcd XXXXEXXXXCov −−=−−
Finalmente, como ab XX −  es ,medibleb −Λ  
entonces  
( )( )( ) ( ) ( )( )( ).babcdabcd XXEXXEXXXXE Λ−−=−−
Ahora,  
( )( ) ( ) ( )
.0=−=
Λ−Λ=Λ−
bb
bcbdbab
XX
XEXEXXE
 
Por lo tanto ( )( )( ) ,0=−− abcd XXXXE  así que  
( ) .0, =−− abcd XXXXCov  
 
4. TIEMPOS DE PARO 
 
Presentamos en esta sección  la definición de tiempo 
como lo hace [ ].3 de  paro y un resultado que relaciona los 
tiempos de paro con las martingalas discretas finitas. 
 
Definición 8 Sea nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21 una 
descomposición de Ω . Una variable aleatoria 
{ }∞∪ℵ→Ω:T  se llama tiempo de paro con 
respecto a la descomposición nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21 si 
( ){ } nnT Λ∈≤ωω :  para todo .ℵ∈n  
Proposición 9 Sea nXX ,,1 Λ una sucesión de variables 
aleatoria y T  un tiempo de paro. Muestre  que si  
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( ) ( ),1XEXE T = entonces ( ) nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es una 
martingala.  
Demostración Sea T un tiempo de paro y lo definimos 
por 1=T en cD  y 2=T en D  con kD Λ∈ . 
Definimos las siguientes variables aleatorias: 
{ } { }2211 == += TTT IXIXX  
{ } { }21111 == += TT IXIXX  
{ } { }22122 == += TT IXIXX . 
Ahora, por hipótesis ( ) ( ),1XEXE T = luego  
( ) { }( ) { }( )
{ }( ) { }( ) ( ).12111
2211
XEIXEIXE
IXEIXEXE
TT
TTT
=+=
+=
==
==
 
De aquí { }( ) { }( ).2122 == = TT IXEIXE  
Por definición  
( ) ( ) .
1
212 jD
n
j
j IDXEXE ∑
=
=Λ  
Por definición ( ) ( )( )j
j
j DP
DXE
DXE 22 =  para todo j . 
Si llamamos { }2== Tj ID , entonces  
 
( ) ( )( )
( )
( ) ( )jj
j
j
j
j DXEDP
DXE
DP
DXE
DXE 1
12
2 ===
 
 
y así   
( ) ( ) ( ) .111
1
112 XXEIDXEXE jD
n
j
j =Λ==Λ ∑
=
 
Luego ( ) .112 XXE =Λ  
Ahora, ( )( ) ( ) ( ) ( ).1212 TXEXEXEXEE ===Λ  
De aquí tenemos ( ) ( ).1 TXEXE =  
Análogamente se llega a  ( ) ( ).3 TXEXE =  
Por lo tanto podemos suponer que para kT = en cD  y 
1+= kT en D  con kD Λ∈ , entonces 
 ( ) ( ).Tk XEXE =   Finalmente definamos  
{ } { }11 +=+= += kTkkTkT IXIXX  y  
{ } { }.1+== += kTkkTkk IXIXX  
Por hipótesis tenemos que ( ) ( ),Tk XEXE =  luego 
{ }( ) { }( ),111 +=+=+ = kTkkTk IXEIXE por lo tanto 
( ) ( ) ,
1
11 ID
n
i
ikkk IDXEXE ∑
=
++ =Λ  y  
( ) ( )( )i
ik
ik DP
DXE
DXE 11
+
+ =
 con { }1+== kTi ID  
tenemos 
( ) { }( ){ }( ) { }
( )
{ }( ) ( )ikkTkkTkik DXEkTP
IXE
kTP
IXE
DXE =
=
=
+=
=
=+=+
+ 1
11
1
luego  
( ) ( ) ( ) .
1
1 kkkD
n
i
ikkk XXEIDXEXE I =Λ==Λ ∑
=
+
 
Por lo tanto  y ( ) nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una martingala. 
3. CONCLUSIÓN  
 
Las conclusiones del trabajo son las siguientes: 
Si Y una variable aleatoria y nΛ≤≤Λ≤Λ Λ21 una 
sucesión de descomposiciones, entonces toda martingala  
( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  tiene la forma ( )kk YEX Λ= . 
Si ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1, es una martingala, entonces, no 
tiene incrementos de correlación. 
Finalmente el  resultado mas importante es que si 
tenemos una sucesión nXX ,,1 Λ de variables aleatoria 
y T  un tiempo de paro tal que ( ) ( ),1XEXE T =  
entonces ( )
nkkkXX ≤≤Λ= 1,  es una martingala. 
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